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密度汎関数理論に基づき電子状態計算を行う場合の主た
る作業は Kohn-Sham 方程式※1（13）の求解、即ち低い側から
複数個、具体的には電子数の半分より若干多い数だけのエ
ネルギー準位と波動関数を計算する過程である。Kohn-
Sham 方程式を実際に解くため離散化※2すれば、

Ax = εx

のような行列の固有値問題が現れる。A及び ε と xは順に
Hamiltonian に相当する行列、エネルギー準位に相当する
固有値、波動関数に相当する固有ベクトルである。ここで
離散化法として主流の三角関数に基づく方法（14）を用いるな
らば、行列Aの次元が非常に大きくなるため、固有解の求
解方法として行列Aを直接操作しない反復法※3の採用が必
須になるが、扱う対象の原子数が増加すると直交化の手間
が計算上のネックになる。後述のように原子数の 3 乗の計
算の手間が生ずるからである。

固有値問題の反復法としてはLanczos法（15）、最急勾配法（16）、
Arnoldi 法（17）、共役勾配法（18）、Davidson 法（19）、Car-
Parrinello 法（20）等があろうが、Jacobi-Davidson 法（21）は
Davidson 法の改良版として、固有値問題を事実上、より
簡単な修正方程式と称される線型方程式で置き換えた点で
注目に値する。しかし修正方程式の中にも直交化を要する
箇所は含まれている。本稿で取り上げるのは、この残った
直交化の手間も含む計算の時間全体をどう削減可能か、ま
たこの場合の適切な解法は何か、という課題である。

1.　緒　　言

電子状態計算とは量子力学に基づき、電子どうしの反発
力や原子核からの引力などの微妙なバランスから、材料の
多様な物性を予測する方法の総称である。現実の材料は夥
しい数の原子から成り立っており、従って電子も多数含ま
れているため、多くの電子の運動を逐一追い、その反発力
を正確に評価することは非常に困難である。そこで電子の
存在確率の密度から予想される平均的な電場を、電子が個
別に感ずる電場の近似として採用するのは良い発想であ
る。このような考え方は量子力学の誕生と共に始まったが、
1960 年代には密度汎関数理論（1）として定式化され、それ
以降、電子状態計算による物性予測の研究が極めて活発に
行われるようになった。

これを反映して密度汎関数理論の提唱者である Kohn 博
士が 1998 年、ノーベル賞を受賞。学界のみならず産業界
も電子状態計算の予測力には注目しており、2003 年には
日本経済団体連合会が「産業競争力の強化に向けたバイ
オ・ナノシミュレーション技術の活用について」（2）と称す
る意見書において、この分野の強化を訴えるに至っている。
関西経済連合会が関西への立地を求め（3）、今神戸ポートア
イランドで建設中の次世代スーパーコンピュータの開発計
画においても、バイオ・ナノシミュレーションがグランド
チャレンジアプリケーション（4）として掲げられている。当
社も例外ではなく、例えばダイヤモンドの物性の解釈・予
測に電子状態計算を活用している（5）。

さて電子状態計算の課題は膨大な計算機資源が必要にな
る点にある。そこで当社は活用と同時に負担軽減のため、
電子状態計算の方法の改善も地道に続けてきた（6）〜（12）。数
学的に混み入った話題にはなるが、本稿ではそうした動き
の一端を紹介したい。
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Jacobi-Davidson 法での修正方程式は一斉に複数個の固
有解を求める場合、

………（1）

となる（22）。ここでxiは i番目の固有ベクトルの今の近似値、
Neigは求めたい固有解の数、µiは i番目の固有値の予想値、
t iは x iに対する修正量である。添え字Hは Hermit 共役を
意味する記号である。ここから、大まかにいえば適切な係
数αとβを選ぶことにより

xi+1＝αxi+βti

がより良い近似になることを期待する。実際には小規模な
固有値問題を解くことで、この係数を決める。riは

ri＝（A −λi）xi

で与えられる残差、λi はRayleigh 商即ち

λi ＝xi
H
Axi

である。式（1）で重要な点は添字 iもl からNeigまでの範囲
を動くことであり、その結果直交化を行う行列 I –Σx jx jHを
作用させる手間はNeigではなくN 2

eigに比例する。現実の電
子状態計算では行列Aの次元もNeigも原子数に比例するか
ら、計算の手間は原子数の 3 乗に比例する。この点を多少
なりとも軽減できないだろうか。

その1 つのヒントがZhou（23）の簡略化である。Zhou によ
れば式（1）で重要なのは左側の直交化の行列であり、右側
の直交化の行列を省いた

…………………………（2）

も修正方程式として遜色ない力を発揮する。修正方程式に
まつわる直交化の手間は形式上、半分になる。

もう 1 つのヒントは Wu（24）らのテスト計算である。Wu
らは Newton 法の観点から幾つかの修正方程式を提案・比
較しつつ、直交化を全く含まない修正方程式も場合によっ
ては有効になるという結果を出している。とすれば一斉に
複数個の固有解を求める場合、そこまで大胆ではないとし
ても、直交化を最小限に絞った形

（I ーx ix iH）（Aーµi）（I ーx ix iH）ti＝ ri …………………（3）

も使えるのではなかろうか。修正方程式にまつわる直交化
の手間は形式上、原子数の2 乗に軽減される。

最後にこの2 つの考え方を合わせた

（I ーx ix iH）（Aーµi）ti＝ ri ………………………………（4）

も修正方程式の候補たり得る。式（1）・（2）のような直交
化を完全直交化、式（3）・（4）のような直交化を部分直交化
と称する。

そうすると次は解法の選択である。Jacobi-Davidson法を
用いる前提としてAの次元が大きいことという理由があった
から、修正方程式の解法として直接法ではなく反復法を採用
することになる。式（1）左辺の係数行列は、もしµjとxjが
それぞれ正確な j番目の固有値・固有ベクトルに一致してい
れば、半正定値※4な行列である。これを示すため、Aをその
正確な固有値・固有ベクトル、それぞれλj

（＊）及びx j（＊）で、

A＝Σ x j
（＊）λj

（＊）
x j
（＊）H …………………………………（5）

のように分解する。NはAの次元である。冒頭で述べた、
電子状態計算では小さい側からの固有解を求めるという事
実に着目すると、式（1）左辺の係数行列は式（5）によって

となり、i ≤Neig< jであることを考慮すればλj
（＊）ーλi

（＊）
≥0だ

から半正定値となる。従って共役勾配法（25）の使用が自然であ
る 。し か し 式（3）は 不 定 値 ※ 5 に な り 得 る 。そ こ で
Stathopoulos（26）は対称QMR法（27）の使用を提唱している。

以上をまとめると、修正方程式として式（1）・（2）・
（3）・（4）の 4通りがある。解法として共役勾配法・対称
QMR法の2通りがある。そこでこれを組み合わせたテスト
計算を行い、どのような計算量の増減が生ずるか確認する。

なお、式（2）・（4）は形式的には非 Hermit な線型方程式
である。Zhou はこの点を意識して非Hermit 行列向けの解
法を採用している。しかし、式（2）・（4）もxj が充分、収束
していればHermit な線形問題になるため、非Hermit 問題
向けの解法は検討しないこととした。

3.　テスト計算とその結果

3−1小規模計算 最初のテスト計算では、不純物原
子をドーピングした半導体を対象とした。原子の総数は64
個である。そして自己無撞着な電子間ポテンシャルを求め
ては原子を少しずつ動かすことでその位置の最適化を行
い、最終的に状態密度を出すまでの一連の計算を行った。
原子位置を最適化するまでの固有解の数は最低限必要な

（I ーΣ x jx j
H）（Aーµi）（I ーΣ x jx j

H）ti＝ ri
1≤j≤Neig 1≤j≤Neig

（I ーΣ x jx j
H）（Aーµi）ti＝ ri

1≤ j≤Neig

（I ーΣ x jx j
H）（A-µi）（I ーΣ jx j

H）
＝Σ x j

（＊）（λj
（＊）-λi

（＊））x j（＊）H

1≤ j≤Neig

1≤ j≤N

1<j≤Neig

1≤ j≤Neig

2.　修正方程式とその解法
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128（価電子のみ）に多少の余裕を見て 144、状態密度の
計算では256 とした。これを小規模計算と呼ぶこととする。
波動関数を展開する基底関数は冒頭で触れた通り平面波

（三角関数）で、その離散化の細かさ・空間的解像度の指
標であるカットオフエネルギー（量子力学的な運動エネル
ギーの上限）は340eV とした。この場合行列Aの次元は2
万以上となる。修正方程式を解く際、収束の加速の常套手
段である前処理行列として対角行列（28）が用いられる場合が
多いが、ここではNeumann 展開を用いた更に強力な方法（7）

を採用した。ハードウエアはPentium IV 3.4GHz である。
ここで「自己無撞着な電子間ポテンシャル」という概念

が登場した。Kohn-Sham 方程式を解く際の入力データと
して平均的な電子間の反発ポテンシャルが必要だが、これ
は Kohn-Sham 方程式を解いて得られた固有値・固有ベク
トルを処理して得られる出力データでもある。そして自己
無撞着とは入出力が一致することである。よって Kohn-
Sham 方程式はポテンシャルに関する連立非線形方程式と
しての側面も有している。自己無撞着なポテンシャルの効
率的な求解、それから原子位置の最適化に対しては、連立
非線形方程式の代表的な反復解法であるBroyden 法（29）を改
良した方法（8）を用いた。

また Jacobi-Davidson法では固有ベクトルの初期値が必
須だが、ポテンシャルまたは原子位置に関する直前の反復で
の結果があれば初期値として採用する。これが入手できない
初回や状態密度の計算では、量子化学分野で基底関数として
用いられることの多いGauss関数から初期値を求める。

結果を表1（a）に示す。各条件での原子位置などの違い
は殆どなく、計算そのものは正常に終わった。

どの条件でも計算時間の総計は約50000〜60000秒程度
であるが、仔細に見るとZhouの簡略化の効果は現れている。
即ち修正方程式として式（1）・（3）ではなく右側の直交化を

省いた式（2）・（4）を採用した場合、直交化に費やされた計
算時間9000秒前後から6000秒前後へと減少している。

完全直交化と部分直交化の違い、即ち修正方程式が式
（1）・（2）である場合と式（3）・（4）である場合の違いに着目
すると、直交化に費やされた計算時間には大きな変化は生
じなかった。計算時間の総計は増加したが、この傾向は対
称 QMR 法では軽減されている。対称 QMR 法の不定値な
係数行列に対する強さが現れている。

小規模計算では計算時間の総計に着目する限り、オーソ
ドックスな完全直交化・ Zhou の簡略化無・共役勾配法と
いう組み合わせが最も有利であった。しかしその差は小さ
く、他の方法も実用に耐えるというのがここまでの結論に
なる。
3− 2大規模計算　　小規模計算では大きな差は出な

かったため、より大規模な対象を扱うテスト計算を行った。
これを大規模計算と呼ぶこととする。大規模計算の対象は
化合物半導体混晶で、原子数は216 個である。自己無撞着
なポテンシャルを求めつつ原子位置も最適化したが、状態
密度の計算は行わなかった。固有解の数は最低限必要な
432 に多少の余裕を見て 486 とした。カットオフエネル
ギーは精度を落とし109eV とした。このため行列Aの次元
はテスト計算 1 より小さくなったが、原子数を反映して求
めるべき固有解が多い点から、このテスト計算は大規模な
問題としての性格を備えている。ハードウエアは Xeon
5140 2.33GHz である。

結果を表1（b）に示す。小規模計算とは異なり完全直交化
と部分直交化で大差が出ており、前者が望ましいことが明
確である。即ち修正方程式が部分直交化を行う式（3）・（4）、
解法が共役勾配法である場合、計算時間の総計が 60 万秒、
即ち完全直交化の場合の 9 倍以上となっている。この傾向
は不定値な問題の解法として考案された対称 QMR 法では
緩和されるが、それでも 2.4 倍に達しており、部分直交化
の採用はその意図に反して著しく不利な結果を招くことと
なった。これは、大規模問題では固有値の分布が密であり、
部分直交化の場合 xiに対する修正量 tiが正確に求められて
いないためと推定される。

ここから完全直交化に限定するが、計算時間の総計にお
いて共役勾配法の採用は対称QMR法に比べ7％有利、式（1）
に対して式（2）を用いるZhouの簡略化は5％有利であった
に過ぎなかった。オーソドックスな選択とは共役勾配法を
用い、Zhouの簡略化を行わない方法であったから、今回の
テスト計算でこれを著しく越える良好な条件が見つかった
とはいい難い。

しかし小規模計算と大規模計算との対比からは、後者に
おいて多大な計算時間が直交化のために費やされている様
子が分かる。Zhou の簡略化を行わない場合、小規模計算
では直交化が計算時間総計の 18 ％を占めていたのに対し、
大規模計算では60 ％に達している。これがZhou の簡略化
の導入により 40 ％台にまで短縮されている。今回の大規

修正
方程式

計算時間（×103s）

総計 直交化

（1）
（2）
（3）
（4）

47.59
51.17
62.75
63.39

8.49
5.91
9.05
5.54

（a）小規模計算

共役勾配法

（1）
（2）
（3）
（4）

52.71
50.77
60.93
58.84

9.57
6.53
8.53
5.60

対称QMR法

修正
方程式

計算時間（×103s）

総計 直交化

（1）
（2）
（3）
（4）

63.86
60.15

565.25
587.76

42.94
25.63
13.47
12.80

（b）大規模計算

共役勾配法

（1）
（2）
（3）
（4）

73.96
70.04

170.66
170.62

44.58
28.30
9.76
9.51

対称QMR法

表1（a）小規模計算及び
（b）大規模計算における修正方程式と解法、及び計算時間
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模計算の結果だけでは Zhou の簡略化を奨める理由として
は不十分だったが、更に大規模な対象を扱うならば直交化
の計算時間が最大のネックとして浮上する。その時に改め
てZhou の簡略化の効果が顕れる可能性が高い。

4.　結　　言

電子状態計算の時間短縮を目指し、Jacobi-Davidson法で
現れる修正方程式に関し、直交化の負担を軽減する観点から
テスト計算を行った。具体的には完全な直交化を行う演算子
を2箇所に含む本来の修正方程式に対し、左辺右側の直交化
を省略するZhouの簡略化、直交化演算子に含まれるベクト
ルを最小限に限る部分直交化、及びその両方の簡略化を行い、
また解法として共役勾配法と対称QMR法を採用し、テスト
計算を行った。主たる結論は以下のようにまとめられよう。

①簡略化が計算量にどう影響するかは、問題の規模によ
り異なる。

②小規模問題（64 原子）ではオーソドックスな方法が有
利だったが、大差ではなかった。

③大規模問題（216 原子）では部分直交化は好ましくな
いという結果が得られた。

④共役勾配法と対称 QMR 法の差は完全直交化の場合小
さかった。

⑤Z hou の簡略化は今回扱ったよりも大規模な問題では
有利になる可能性が出てきた。

計算時間の短縮という観点からは、今回の研究はその糸
口を掴んだに過ぎない。だが冒頭でも触れたように、電子
状態計算は大きな期待を集めている分野である。よって今
後とも、方法の改善には地道に取り組むこととしたい。

用 語 集ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー
※1 Kohn-Sham方程式
密度汎関数理論の中核をなす方程式。Schrödinger 方程式
と同じ形になる。

※2 離散化
方程式を解く際、答や中間変数を既知の関数の組み合わせ
や空間上のメッシュ点で表現し、コンピュータで扱える形
式に変換する操作。

※3 反復法
線形問題、固有値問題などを解く際、係数行列そのものを
直接操作せず、係数行列と適当なベクトルとの積から答を
求める方法の総称。大規模問題では有利になる。

※4 半正定値
行列は多数の数値から成り立っているが、通常の数値と同

様、その正・負を考えることができる場合もある。半正定
値とは「ゼロ以上」を示す。

※5 不定値
行列においてその正負が定まらないという性質。 

・Pentium及びXeonは米国及びその他の国におけるIntel Corporationの

商標です。
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